Accepter les différences !

Dans cet exercice la notation min désigne le plus petit nombre de I'ensemble considéré.
Ainsi min(5;7) = 5etmin(8;11;7) = 7.

A partir de deux entiers positifs x; et x,distincts, on calcule successivement x3 = |x, — x4],
puis x4 = min(|x3 — xq|;|x3 — X2 |;|x2 — x1]) puis x; = min(|x; — x;|;0 < i <j < k).

Ainsi avec x; = 23 et x, = 49, on obtient x; = 26, x, = 3, x5 = 3etxg = 0.
Pour cette séquence on notera 23 — 49 — 26 — 3 — 3 — 0. On dit que sa longueur est 6.

La longueur d’une séquence est le rang de son premier terme nul.

1. Construire la séquence obtenue avec x; = 50 et x, = 30 puis celle correspondant a x; = 50 et
x, = 31.

2. Construire une séquence de longueur 7.

3. Montrer que quel que soit x; > 0 on peut trouver x, > 0 tel que la séquence obtenue soit de
longueur 5.

4. Démontrer que quels que soient les entiers strictement positifs x; et x,, il existe un entier n tel que
x, = 0.

5.  Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

a) Ecrire un algorithme qui permet de construire une séquence de longueur n donnée.

b) Ecrire la séquence obtenue pour n = 13.

6. Trouver la séquence la plus longue possible avec x, < x; < 1000.

7.  Soit x; = 2016. Trouver la valeur de x,tel que x, < x;pour que la séquence soit la plus longue
possible.



Eléments de correction
1.50-30—-20—-10—-10—-0et50—31-19—-12—-7-5—-2-2—-0.
2. On peut considérer 20 -13-7—-6—-1—-1—-00u8—-5-3-2—-1-1-0.

3. Pour x; > 1, on pose x, = x; + 1, laséquence x; — (x; + 1) — 1 — 1 — 0 est de longueur 5.
Sinon la séquence 1 —3 — 2 — 1 — Oconvient.

4. On peut remarquer que pour tout k entier naturel supérieur ou égal a 3 :

Xpe1 = min(|x; —x;|;0 <@ <j <k + 1) = min(e;min(|x, — x;|;0 < i < k)) < x.

La suite (xx) est a termes positifs et ne prend que des valeurs entiéres : elle ne peut donc étre strictement
décroissante. Il existe donc k € IN tel que x; 1 = xj, mais alors xj,., = 0.

5.a)
Variables :a, b ¢, n sont des entiers
Entrée :Liren
Initialisation : a prend la valeur 0
b prend la valeur 1
Traitement :Afficher a, b
Pour i allantde 1 a n— 2 faire
cprend lavaleurdea+b
a prend la valeur de b
b prend la valeur de ¢
Afficher ¢
Fin pour
Phh0-1-1-2-3-5-8-13-21—-34—-55—-89 —144 — 233

6. Supposons que la séquence soit de longueur n = 5, on a alors :

X1 2> X80y > x40t xy, =00txg > %4> >3 > X 0= X1

On a vu dans la question 4. que pour toutk > 3, on a

Xpe1 = min(|x; — x;|;0 <@ <j <k + 1) = min(x;min(|x, — x;[;0 < i < k)) < x4

Donc si k = 5alors xp.; = min(x, X_1 — Xi)-

Pour que la séquence soit de longueur n + 1, il faut que x,,_; = x;,_3 — x,_,dONC x,_3 = Xp_5 + Xp_1.
On reconnait la suite de Fibonnacci. On écrit alors 89 — 144 — 233 — 377 — 610 — 987.

La réponse est donc x; = 987et x, = 610.

La séquence contient alors 17 termes.

7)Ona:

2016 > x> 2016 — x, > 2%, — 2016 > 2*2016 — 3x, > 5%, — 3*2016 > 5*2016 — 8x, > 13x, — 8*2016 > 13*2016 —
21X, > 34x, — 21*2016 > 34*2016 — 55x, > 89x, — 55*2016 ...

Ces nombres sont strictement positifs : On obtient des encadrements de x, d’amplitude de plus en plus petite.

34x, — 21 X 2016 > 0 & x, > 2200 1245186t 34 X 2016 — 55x, > 0 © x, < 2218 + 1246,25.
x,€étant entier, on a x, = 1246.

La séquence est alors :
2016 — 1246 —770—476 —294—-182—-112—-70—-40—-28—-12—-6—-6 — 0.




